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Résumé 

This article deals with the Galois représentation attached to the torsion 
points of an elliptic curve defined over a number field. We first détermine 
explicit uniform criteria for the irreducibility of this Galois représentation for 
elliptic curves varying in some infinité familles, characterised by their réduc- 
tion type at some fixed places of the base field. Then, we deduce from thèse 
criteria an explicit form for a bound that appear in a theorem of Momose. 
Finally, we use thèse results to précise a previous theorem of the author 
about the homotheties contained in the image of the Galois représentation. 

Introduction 

Cet article traite de la représentation galoisienne associée aux points de torsion 
d'une courbe elliptique définie sur un corps de nombres. Son objectif est triple : on 
détermine d'abord des critères uniformes d'irréductibilité de cette représentation 
galoisienne pour des familles infinies de courbes elliptiques, définies par un type 
de réduction prescrit en certaines places du corps de base (théorème I ci-dessous) ; 
on donne ensuite une forme explicite pour une borne annoncée dans un théorème 
de Momose sur les courbes elliptiques possédant sur un corps de nombres une 
isogénie de degré premier (théorème A de l'introduction de (10) ; théorème II ci- 
dessous) ; enfin, on déduit de ces travaux une borne uniforme pour les homothéties 
contenues dans l'image de la représentation galoisienne considérée, lorsqu'elle est 
réductible, qui précise des résultats précédents de l'auteur ([5] ; théorèmes III et IIP 
ci-dessous). 

Le cadre précis est le suivant. On fixe un corps de nombres K et un plongement 
de K dans C (dans tout le texte, on considérera ainsi K comme un sous-corps 
de C) . Soit Q la clôture algébrique de Q dans C ; on note Gk le groupe de Galois 
absolu Gal(Q/if) de K. A partir de la partie [5] et pour toute la fin du texte, 
on suppose que l'extension if/Q est galoisienne. On fixe une courbe elliptique E 
définie sur K et on note j{E) son invariant j. Pour toute place finie du corps if, 
on dit que le type de réduction semi-stable de E en cette place est multiplicatif, bon 
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ordinaire ou bon supersingulier selon si E & potentiellement mauvaise réduction 
multiplicative, bonne réduction ordinaire ou bonne réduction supersingulière en 
cette place. On fixe un nombre premier p supérieur ou égal à 5 et non ramifié 
dans K. On note Ep l'ensemble des points de E dans Q qui sont de p-torsion; 
c'est un espace vectoriel de dimension 2 sur Fp, sur lequel le groupe de Galois 
absolu Gk de K agit Fp-linéairement. On désigne par '^e,p la représentation de Gk 
ainsi obtenue ; elle prend ses valeurs dans le groupe GL(£'p) qui, après choix d'une 
base pour Ep, est isomorphe à GL2(Fp). On note enfin Xp le caractère cyclotomique 
de Gk dans F^ ; il coïncide avec le déterminant de la représentation ^e,p- 

Les questions traitées dans cet article trouvent leur origine dans le théorème 
suivant de Serre selon lequel, lorsque la courbe E n'a pas de multiplication com- 
plexe, la représentation (fiE.p est « asymptotiquement surjective ». 

Théorème (Serre, [13j). On suppose que la courbe E n'a pas de multiplication 
complexe (sur Q). Alors il existe une borne C{K,E), ne dépendant que de K et 
de E et telle que pour tout nombre premier p strictement supérieur à C{K,E), la 
représentation (pE.p est surjective. 

La question, posée également dans [13j . d'éliminer la dépendance en la courbe 
elliptique E dans la borne G {K, E) , pour obtenir une version uniforme de ce 
théorème, s'est révélée ardue. Mazur a néanmoins démontré que lorsque le corps de 
base est Q, la représentation ipE,p est « uniformément asymptotiquement irréductible » au 
sens suivant. 

Théorème (Mazur, [8j). On suppose que le corps K est égal à Q et que le 
nombre premier p n'appartient pas à l'ensemble {2, 3, 5, 7, 13, 11, 17, 19, 37, 43, 67, 163}. 
Alors la représentation iÇE.p est irréductible. 

Momose a ensuite obtenu un résultat semblable (avec une borne non effective) 
lorsque le corps de base est un corps quadratique qui n'est pas imaginaire de 
nombre de classes 1 (théorème B de l'introduction de [TU]). 

Dans la lignée du théorème de Mazur, il est naturel de considérer le problème 
suivant (qui figure par exemple dans l'introduction de P]). 

Question. Trouver un ensemble infini £ de courbes elliptiques définies sur K et 
une borne G{K, £) ne dépendant que de K et de l'ensemble £ et vérifiant : si E ap- 
partient à £ et p est strictement supérieur à G{K,£), alors la représentation ipE,p 
est irréductible. 

La généralisation du théorème de Mazur au corps de base K consisterait à 
résoudre cette question pour l'ensemble £ des courbes elliptiques définies sur K 
qui n'ont pas de multiplication complexe (sur Q). 

Le présent article apporte une réponse à la question ci-dessus, avec des bornes G{K, £) 
explicites, pour deux classes d'ensembles infinis de courbes elliptiques, définis par 
un type de réduction semi-stable des courbes prescrit en des places fixées du corps 
de base. 

Notations. On suppose que le corps K est galoisien sur Q. 
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On note dx son degré, Ak son discriminant, son nombre de classes d'idéaux, 
et Rk son régulateur. On note Ci{K) la borne C3 de : elle ne dépend que du 
degré dx de K (voir les notations 12.81 et la définition 12.91 de ce texte pour une 
expression explicite de Ci{K)). On pose alors 

C2{K)^exp{12dKCi{K)RK) 

et pour tout entier n 

C{K,n) = (ni2'^-C2(X) + 71^''-)"'" . 

Théorème I (Deux critères d'irréductibilité). On suppose que le corps K 
est galoisien sur Q. 

1. Soit M un entier naturel supérieur ou égal 1. 

On note £{K;M) l'ensemble des courbes elliptiques E définies sur K pour 
lesquelles il existe 

• q et q' des nombres premiers totalement décomposés dans K et inférieurs 
ou égaux à M , 

• une place q de K au-dessus de q et une place q' de K au-dessus de q' tels 
que les types de réduction semi-stable de E en q et q' sont différents 

(les premiers q et q' et les places q et q' peuvent dépendre de E). 

Alors pour toute courbe elliptique E dans £{K] M) et tout nombre premier p 

strictement supérieur à C{K,M), la représentation (fE.p est irréductible. 

2. Soit q un nombre premier rationnel totalement décomposé dans K . 

On note £' [K] q) l'ensemble des courbes elliptiques E définies sur K vérifiant : 
il existe une place (pouvant dépendre de E) de K au-dessus de q en laquelle E 
a potentiellement mauvaise réduction multiplicative. 
On pose 

B(/f;q) ^max(c(i^,g),(l + 3^'*^''^)^) . 

Alors pour toute courbe elliptique E dans £{K;q) et tout nombre premier p 
strictement supérieur à B{K;q), la représentation (fE,p est irréductible. 

En utilisant le théorème I, associé à une forme effective du théorème de Chebo- 
tarev ([SI), on donne ensuite une formule explicite pour une borne Ck satisfaisant 
le théorème A de [lOj, dont on rappelle ici l'énoncé {A désigne une constante ab- 
solue qui apparaît dans le théorème de Chebotarev effectif de |^, voir partie ITT] 
de ce texte ; voir aussi [3] pour un énoncé similaire) . 

Théorème II (Version effective du théorème A de [lOj). On suppose que 
le corps K est galoisien sur Q. On pose 

Ck = max (c {K, 2{Ak)'^''^) , (l + S^''^''^ )^) . 

On suppose que p est strictement supérieur à Ck et que la courbe E possède une 
isogénie de degré p définie sur K . On note A le caractère de Ck dans donnant 
l'action de Ck sur le sous-groupe d'ordre p de Ep définissant l'isogénie. Alors on 
est dans l'un des deux cas suivants. 



3 



Type supersingulier 

1. Le nombre premier p est congru à 3 modulo 4; 

2. En toute place de K au-dessus de p, la courbe E a mauvaise réduction 
additive et potentiellement bonne réduction supersingulière. 

3. La puissance sixième du caractère X est égale à Xp ^ ■ 

Type ordinaire // existe un corps quadratique imaginaire L satisfaisant les condi- 
tions suivantes. 

1. Le corps K contient L et son corps de classes de Hilbert (en particulier, 
la norme dans l'extension K / L de tout idéal fractionnaire de K est un 
idéal fractionnaire principal de L). 

2. Le nombre premier p est décomposé dans L. 

3. Il existe un idéal premier de L au-dessus de p tel que le caractère A^^ 
est non ramifié aux places finies de K premières à p^. 

4. Soient q un idéal premier de K premier àp^, Ofq dans Ol un générateur 

de l'idéal Nx/l{<^) <^q dans Gk un relèvement du frobenius du corps 

12 
q 



résiduel de K en q ; alors on a \^^{a^) — aV^ mod p^. 



Remarques. 

1. L'énoncé initial du théorème A de [10] présente un troisième cas possible, 
dans lequel le caractère A^^ ou le caractère {xp^~^) sst trivial. On l'a ici 
éliminé avec les bornes uniformes pour l'ordre des points de torsion d'une 
courbe elliptique qui figurent dans [9] et [11) . 

2. La terminologie type supersingulier ou ordinaire est propre au présent article ; 
elle fait référence au type de réduction semi-stable de la courbe E, non pas 
aux places de K au-dessus de p, mais en toute place d'une famille finie ne 
dépendant que de K (voir la définition l4.1l et la proposition 14.41) . 

3. D'après Momose (remarque 8, p. 341 de [10]), l'hypothèse de Riemann généralisée 
entraînerait que le cas supersingulier ne se produit pas, pour p assez grand. 
Larson et Vaintrob obtiennent ainsi, sous cette hypothèse, un analogue du 
théorème II (voir [7^, §5). 

Le théorème II a pour conséquence un critère d'irréductibilité pour l'ensemble 
des courbes elliptiques semi-stables sur K, lorsque les propriétés du corps K 
empêchent le cas ordinaire de survenir. Par exemple (voir aussi l'appendice B 

de m ■■ 

Corollaire. On suppose que le corps K est galoisien sur Q et ne contient le corps 
de classes de Hilbert d'aucun corps quadratique imaginaire. Alors pour toute courbe 
elliptique E semi-stable sur K et tout nombre premier p strictement supérieur 
à Ck, ia représentation tpE.p est irréductible. 

Enfin, l'étude menée pour de la démonstration du théorème II donne le résultat 
uniforme suivant pour les homothéties contenues dans l'image de la représentation ipE,p- 



4 



Théorème III (Homothéties dans le cas réductible). On se place dans les 
hypothèses du théorème II. 

1. Dans le cas super singulier, l'image de ipE,p contient les carrés des homothéties. 

2. Dans le cas ordinaire, l'image de ifE.p contient les puissances douzièmes des 
homothéties. 

Avec les résultats de [1] lorsque la représentation est irréductible, on obtient 
l'énoncé général suivant. 

Théorème III' (Homothéties). On suppose que le corps K est galoisien surQ. 
Alors pour toute courbe elliptique E définie sur K et tout nombre premier p stric- 
tement supérieur à Ck, on est dans l'un des deux cas suivants : 

1. l'image de fE,p contient les carrés des homothéties; 

2. la représentation (pE,p sst réductible de type ordinaire; dans ce cas l'image 
de (pE,p contient les puissances douzièmes des homothéties. 

Dans toute la suite du texte, à l'exception de la partie |31 on suppose que 
la représentation ipE,p est réductible. La courbe E possède alors un sous-groupe 
d'ordre p défini sur K. On fixe un tel sous-groupe W ; il lui est associé une isogénie 
de E de degré p, définie sur K. L'action de Gk sur VF(Q) est donnée par un 
caractère continu de Gk dans ; on le note A et, suivant la terminologie introduite 
dans [8], on l'appelle le caractère d'isogénie associé au couple {E,W). On fixe 
également une base de Ep dont le premier vecteur engendre W^(Q) ; dans cette 
base la matrice de la représentation (pE.p est triangulaire supérieure, de caractères 
diagonaux (A, XpA^^). 

Pour la détermination de la borne Cif , on suit la méthode introduite dans |10] . 

Dans la partie [TJ on établit les propriétés locales du caractère d'isogénie : 
à l'aide des résultats de [2], [13] et [12], on détermine sa restriction aux sous- 
groupes d'inertie de Gk et l'image par A d'un élément de Frobenius associé à une 
place hors de p, en fonction du type de réduction semi-stable de la courbe en cette 
place. 

Dans la partie[21 on utilise la théorie du corps de classes (appliquée à l'extension 
abélienne trivialisant une puissance du caractère d'isogénie) pour relier le type 
de réduction de la courbe en une place hors de p à l'action sur le sous-groupe 
d'isogénie des sous-groupes d'inertie des places au-dessus de p. La détermination 
de la borne au-delà de laquelle p doit être pris pour qu'on puisse établir un tel 
lien fait intervenir des bornes de Bugeaud et Gyôry ([2]) sur la hauteur d'un 
représentant d'une classe d'entiers de K modulo ses unités. 

Dans la partie [S] on utilise les résultats de la partie [H pour démontrer les deux 
critères d'irréductibilité qui constituent le théorème I ci-dessus ; la démonstration 
de ce théorème nécessite également les bornes uniformes pour l'ordre des points 
de torsion des courbes elliptiques qui figurent dans ^ et JJj . 

Dans la partie HJ on emploie les résultats de la partie [SJ associés à une version 
effective du théorème de Chebotarev ([B]), pour établir la forme de la borne Ck du 
théorème II ; on vérifie ensuite (partie l4?2|) qu'elle permet d'aboutir aux conclusions 
du théorème IL Enfin, on fait le lien entre les deux types du théorème II et l'étude 
locale initiale du caractère d'isogénie (partie [1]) pour obtenir le théorème III. 
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1 Etude locale du caractère d 'isogénie 



1.1 Défaut de semi-stabilité 

Soient i un nombre premier rationnel et £ un idéal premier de K au-dessus 
de i. 

Notations 1.1. On fixe _Dc un sous-groupe de décomposition pour £ dans Gk 
on note /£ son sous-groupe d'inertie (deux choix différents de !?£ sont conjugués 
par un élément de Gk ; leur image par le caractère abélien A coïncident donc) . 
On note K^, le complété de K en £, sa clôture algébrique associée au sous- 
groupe et K^^ l'extension non ramifiée maximale de Ks:, dans Ks^. On note /co 
le corps résiduel de K en £, N£ son cardinal et sa clôture algébrique associée 
à Ks,. On fixe dans un relèvement <T£ du frobenius de kc (le sous-groupe 
étant fixé, deux tels relèvements difFrent par un élément de /r; ; leurs images par 
un caractère non ramifié en C coïncident donc). 

Enfin, on note l'extension de K trivialisant le caractère A ; l'extension K^/K 
est galoisienne, cyclique, de degré divisant p — l. La courbe E possède un point 
d'ordre p défini sur K^. 

Lemme 1. On suppose £ différent de p; alors en toute place de au-dessus 
de 2,, E n'a pas réduction additive. 

Démonstration. On renvoie pour la démonstration au §6 de [5] ou au lemme 3.4 
(§3.2.2) de g]. □ 

1.1.1 Définition de e£ lorsque i{E) n'est pas entier en £ 

On suppose que l'invariant j de E n'est pas entier en la place £, c'est-à-dire 
que E a potentiellement réduction multiplicative en £. 

Alors il existe une unique extension K'^ de K^^ de degré inférieur ou égal à 2, 
sur laquelle E est isomorphe à une courbe de Tate ; cette extension est de degré 1 
si et seulement si E & réduction multiplicative déployée en £, de degré 2 sinon ; elle 
est ramifiée si et seulement si i? a réduction additive en £ (voir [15j appendice C 
théorème 14.1). 

On note es, l'indice de ramification de cette extension ; on a donc es. égal à 1 
si et seulement si i? a réduction multiplicative (déployée ou non) en £ et es égal 
à 2 si et seulement si -E a réduction additive en £. 

1.1.2 Définition de es lorsque j{E) est entier en £ 

On suppose que l'invariant j de E est entier en la place £, c'est-à-dire que E 
a potentiellement bonne réduction en £. 

Alors il existe une plus petite extension de sur laquelle E a bonne réduction 
et cette extension est galoisienne ([14 , §2, corollaire 3, p. 498). On note Ms cette 
extension et le groupe de Galois de M s sur K"^^ . 

Lorsque f est différent dep, on sait de plus ([II], loc. cit.) que M s est l'extension 
de K"^^ engendrée par les coordonnées des points de p-torsion de E. En particulier, 
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le corps M£ contient l'extension de K^'^ engendrée par les coordonnées des points 
du sous-groupe d'isogénie W ; on note cette extension. D'après le lenime[Tl E 
a bonne réduction sur ; par minimalité de M^, le corps est donc inclus 
dans M^- Ainsi, les corps et coïncident et le groupe $£ s'identifie au sous- 
groupe d'inertie en £ de l'extension abélienne / K . En particulier, le groupe $£ 
est cyclique et son ordre divise p — 1. 

Par ailleurs, que £ soit égal ou différent de p, le groupe s'identifie à un 
sous-groupe du groupe des automorphismes de la courbe elliptique définie sur 
qu'on obtient par réduction de ([H], §2, démonstration du théorème 2, 

p. 497). On note Es, cette courbe elliptique réduite et Aut(i?£) son groupe d'au- 
tomorphismes. Le groupe K\xi{Es.) dépend de l'invariant j de Es,, qui est égal à la 
classe de j{E) modulo £, de la manière suivante ([15^ appendice A, proposition 1.2 
et exercice A.l) : 

• si i{E) est différent de et 1728 modulo £, Aut(i?£) est cyclique d'ordre 2 ; 

• si ^ est différent de 2 et de 3 et i{E) est congru à 1728 modulo £, Aut(i?£) 
est cyclique d'ordre 4 ; ^ 

• si £ est différent de 2 et de 3 et i{E) est congru à modulo £, A\xi{Es) est 
cyclique d'ordre 6 ; 

• si est égal à 3 et j{E) est congru à = 1728 modulo £, Aut(i?£) est 
un groupe d'ordre 12, produit semi-direct d'un groupe cyclique d'ordre 3 
par un groupe cyclique d'ordre 4 (le deuxième agissant sur le premier de 
l'unique manière non triviale) ; on vérifie que les sous-groupes cycliques d'un 
tel groupe sont d'ordre 1, 2, 3, 4 ou 6 ; _ 

• si £ est égal à 2 et j{E) est congru à = 1728 modulo £, Aut(i?£) est un 
groupe d'ordre 24, produit semi-direct du groupe des quaternions (d'ordre 8) 
par un groupe cyclique d'ordre 3 (le deuxième agissant sur le premier en 
permutant les générateurs) ; on vérifie que les sous-groupes cycliques d'un 
tel groupe sont également d'ordre 1, 2, 3, 4 ou 6. 

On déduit de ce qui précède que pour tout £, le groupe <&£ est cyclique 
d'ordre 1, 2, 3, 4 ou 6. On note eo l'ordre de $£ ; il est donc dans l'ensemble {1, 2, 3, 4, 6} 
et vérifie : 

• es, est égal à 1 si et seulement si -E a bonne réduction en £ ; 

• si es est égal à 4, alors i{E) est congru à 1728 modulo £; 

• si es est égal à 3 ou 6, alors j{E) est congru à modulo £ ; 

• si £ est différent de p, alors est l'ordre de \{Is) et divise p — 1. 

1.2 Action des sous-groupes d'inertie des places au-dessus 

de p 

Soit p un idéal premier de K situé au-dessus de p ; on reprend les notations ll.il 
Cette partie précise la proposition 3.2 (§ 3.1) de 4 qui décrit la restriction de la 
puissance douzième du caractère d'isogénie à un sous-groupe d'inertie /p associé 
à p. 

Proposition 1.2. On suppose que E a potentiellement réduction multiplicative 
en p. Alors 
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1. le caractère A^f restreint à /p est trivial ou égal à Xp" 

2. en particulier restreint à Ip est trivial ou égal à Xp- 

Lorsque p est supérieur ou égal à 17, il existe un unique entier Op valant ou 12 
tel que le caractère X^^ restreint à Ip coïncide avec Xp' ■ 

Démonstration. Soit K'^ l'unique extension de Kp de degré inférieur ou égal à 2 
sur laquelle E est isomorphe à une courbe de Tate (voir partie 11. 1.11) ; on note I'^ 
le sous-groupe d'inertie de Dp associé à K'^. 

D'après (proposition 13 de §1.12 et page 273 de §1.11), le caractère A 
restreint au sous-groupe Ip est soit trivial soit égal au caractère cyclotomique Xp- 
Par définition de Cp (partie [1. 1.11) . /p est un sous-groupe d'indice ep de Ip ; on en 
déduit le premier point de la proposition ; le second découle du fait que Cp est égal 
à 1 ou 2. □ 

Proposition 1.3. On suppose que E a potentiellement bonne réduction en p. 
Alors il existe un entier rp compris entre et ep tel que le caractère A^^ restreint 
au sous-groupe d'inertie Ip coïncide avec Xp'' couples (ep,rp) possibles, ainsi 
que des informations supplémentaires pour certains cas, sont rassemblés dans le 
tableau suivant). En particulier, lorsque p est supérieur ou égal à 17, il existe un 
unique entier ap dans l'ensemble {0,4,6,8,12} tel que le caractère A^^ restreint 
à Ip coïncide avec Xp' ■ 



ep 




12 

ap = — rp 
ep 


P 


jiE) 


Type de réduction 
semi-stable en p 


1 














1 


12 


2 














2 


12 


3 








p = 1 mod 3 


j{E) = mod p 


ordinaire 


1 


4 


p = 2 mod 3 


supersingulier 


2 


8 


3 


12 


p = 1 mod 3 


ordinaire 


4 








p = 1 mod 4 


j{E) = 1728 mod p 


ordinaire 


2 


6 


p = 3 mod 4 


supersingulier 


4 


12 


p = 1 mod 4 


ordinaire 


6 








p = 1 mod 3 


j{E) = mod p 


ordinaire 


2 


4 


p = 2 mod 3 


supersingulier 


4 


8 


6 


12 


p = 1 mod 3 


ordinaire 



Démonstration. Pour l'existence et les valeurs possibles de rp et ap et les trois 
premières colonnes du tableau, on renvoie à la démonstration de la proposition 3.2 
(§ 3.1) de 4 (voir aussi la remarque 1 de la partie 2 de '10'). 



8 



Pour la quatrième colonne, la démonstration de la proposition 3.2 de [1] donne 
qu'il existe un entier aj, satisfaisant la congruence CpOp = mod p — 1. Alors : 

• si 3 divise ep et rp (couples (3, 0), (3, 3), (6, 0) et (6, 6)), alors 3 divise p—1, 
donc p est congru à 1 modulo 3 ; 

• si 3 divise Cp et ne divise pas rp (couples (3, 1), (3, 2), (6, 2) et (6, 4)), alors 3 
ne divise pas donc p est congru à 2 modulo 3 ; 

• si ep est égal à 4 et divise rp (couples (4,0) et (4,4)), alors 4 divise p—1 
donc p est congru à 1 modulo 4 ; 

• si Cp est égal à 4 et ne divise pas rp (couple (4, 2)), alors 4 ne divise pas p — 1 
donc p est congru à 3 modulo 4. 

Pour la cinquième colonne, la discussion de la partie 11.1.21 donne : 

• si ep est égal à 4, alors j{E) est congru à 1728 modulo p ; 

• si 3 divise ep, alors j{E) est congru à modulo p. 

Enfin, la dernière colonne résulte de la détermination de l'invariant de Hasse 
des courbes d'invariant j égal ou 1728 sur un corps fini de caractéristique p 
(supérieur ou égal à 5; voir [T5], §V.4, exemples 4.4 et 4.5). En effet, soit k un 
corps fini de caractéristique p ; alors : 

• la courbe elliptique définie sur k par l'équation = a;'^ + 1, d'invariant j 
égal à 0, est ordinaire si et seulement si p est congru à 1 modulo 3 ; 

• la courbe elliptique définie sur k par l'équation — x'^ + x, d'invariant j 
égal à 1728, est ordinaire si et seulement si p est congru à 1 modulo 4. 

□ 

1.3 Ramification et action du frobenius aux places hors de p 

Soient q un nombre premier rationnel différent de p et q un idéal premier de K 
au-dessus de q. 

1.3.1 Lorsque j{E) n'est pas entier en q 

Proposition 1.4. On suppose que E a potentiellement réduction multiplicative 
en q. Alors : 

1. le groupe X{Iq) est d'ordre eq ; en particulier, le caractère X^^ est non ramifié 
en q ; 

2. A^((Tq) vaut 1 ou (Nq)"^ modulo p. 

Démonstration. La proposition 3.3 (§3.2.1) de [î] donne la deuxième assertion et 
que A(/t,) est d'ordre au plus 2. Comme eq est égal à 1 ou 2 (voir partie [Ll.ip . il 
ne reste qu'à prouver qu'on ne peut avoir à la fois eq égal à 2 et A(/q) trivial. 

Supposons par l'absurde que c'est le cas. Alors, avec les notations de la par- 
tie [O] E a mauvaise réduction additive sur Kq et l'extension K^/K est non 
ramifiée en q. Ceci implique qu'en toute place de au-dessus de q, E' a mauvaise 
réduction additive ([15] §VIL5 proposition 5.4). On obtient alors une contradiction 
avec le lemme[T] □ 
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1.3.2 Lorsque j{E) est entier en q 

On suppose dans cette partie que l'invariant j de E est entier en q, c'est-à-dire 
que E a potentiellement bonne réduction en q. 

La proposition suivante résulte de la discussion de la partie 11.1.21 

Proposition 1.5. On suppose que E a potentiellement bonne réduction en q. 
Alors le groupe X{Iq) est d'ordre eq ; en particulier, le caractère X^^ est non ramifié 
en q. 

La proposition suivante est le théorème 3 (§2) de jl4) . 

Proposition 1.6. On suppose que E a potentiellement bonne réduction en q. 
Alors le polynôme caractéristique de l'action de CTq sur le module de Tate en p 
de E est à coefficients dans Z (et indépendant de p) ; ses racines ont pour valeur 
absolue complexe \/Nq. 

Notations 1.7. 

1. On note Pq(X) le polynôme caractéristique de l'action de aq sur le mo- 
dule de Tate en p de E. Comme le déterminant de la représentation de Gk 
sur le module de Tate en p de est le caractère cyclotomique (à valeurs 
dans Zp ), Pq {X) est de la forme — TqX + Nq avec Tq un entier de valeur 
absolue inférieure ou égale à 2y/Nq. Son discriminant Tq — 4A^q est donc un 
entier négatif et ses racines sont conjuguées complexes l'une de l'autre. 

2. On note L'^ le sous-corps engendré dans C par les racines de Pq{X) ; le 
corps L'^ est soit Q soit un corps quadratique imaginaire. 

Proposition 1.8. On .suppose que E a potentiellement bonne réduction en q. 
Soit un idéal premier de au-dessus de p. Alors les images dans Oli /V^ des 
racines de Pq{X) sont dans ; il existe une racine /3q de Pq{X) vérifiant : 

(A(aq),(xpA-i)(aq)) = (/3q uiod V'' modT'^). 

Démonstration. Soit Pq{X) la réduction modulo p de Pq{X). Alors Pq{X) est le 
polynôme caractéristique de ipE,pio'q) ; il est donc scindé dans Fp et ses racines 
sont A(crq) et XpA^^(crq). D'autre part, Pq{X) est aussi la réduction modulo 
de Pq{X), dont les racines dans le corps Oli /V^ sont les classes modulo des 
racines de Pq{X) dans L'^. □ 

Remarques 1.9. 

1. Le corps L'' est égal à Q si et seulement si le discriminant — 4A^q est 
nul ; lorsque c'est le cas, Pq{X) a une racine double, appartenant à Z, égale 
à rq/2 et A^q est le carré de T'q/2; ceci implique notamment que le degré 
résiduel de q dans l'extension K/Q_ est pair et que E a potentiellement bonne 
réduction supersingulière en q. 

2. Plus généralement, la courbe E a potentiellement bonne réduction supersin- 
gulière en q si et seulement si q divise Tq. Lorsque q est de degré 1 dans if/Q, q 
divise Tq si et seulement si ((Tq = 0) ou (q = 2 et (Tq = 0, 2 ou —2)) ou 
(g = 3 et (Tq = 0, 3 ou -3)). 
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3. Le polynôme caractéristique de v'B,p(o'q) est scindé dans Fp et égal à Pq{X) 
modulo p ; l'entier — ANq est donc un carré modulo p. On en déduit que 
soit p divise — 4A^q, soit L'' est un corps quadratique imaginaire dans 
lequel p est décomposé (les deux cas ne s'excluant pas). 

2 Compatibilité en et hors de p 

Notations 2.1. Dans toute la suite du texte, on note fi la puissance douzième 
du caractère d'isogénie A ; on rappelle (notations ll.ip que désigne l'extension 
abélienne de K trivialisant le caractère A et on note l'extension de K tri- 
vialisant /it. Le corps est inclus dans le corps i^^ et l'extension K^/K^ est 
cyclique, de degré divisant le pgcd de 12 et p — 1 ; l'extension K^^ /K est cyclique 
et d'ordre divisant p — 1. On note Jî le morphisme de groupes injectif du groupe 
de Galois Gs^\{K^^ / K) dans induit par /i. 

2.1 Théorie du corps de classes pour le caractère /x 

La théorie du corps de classes globale appliquée à l'extension abélienne jK 
fournit un morphisme de groupes du groupe des idèles de K dans le groupe de 
Galois Gal(i4r^/X) qui est continu, surjectif et trivial sur les idèles diagonales. On 
note r ce morphisme. 

Notations 2.2. On note le groupe des idèles de K. Soit ly une place (finie ou 
infinie) de K. On note K^, le complété de K en i' et la composée de l'injection 
de dans les idèles et de l'application de réciprocité r introduite ci-dessus. 
Lorsque est une place finie, on note Uk^ les unités du corps local ; dans ce 
cas, on utilise indifféremment en indice la place v et l'idéal maximal de K qui lui 
correspond. 

2.1.1 En une place infinie 

Soit une place infinie de K ; alors l'application est triviale. 

En effet, soit le morphisme de groupes de dans Ga,l{K^ / K) associé 
de manière analogue à l'extension abélienne K^/K. Alors r^, est égale à la puis- 
sance douzième de la composée de et de la surjection naturelle de Ga.l{K^/K) 
dans Ga\{K^ / K). Comme ly est une place infinie, l'application a pour image 
un groupe d'ordre divisant 2 ; on en déduit que r,^ est triviale. 

2.1.2 En une place hors de p 

Soit q un idéal maximal de K qui n'est pas au-dessus de p. 

D'après l'étude locale menée dans la partiefH l'extension K^^/ K est non ramifiée 
en q fpropositions 11.4 1 et 11.5p . Ceci implique que l'application est triviale sur 
les unités Uk^ ■ Soit âq la restriction de <Tq à if ; alors âq est l'unique élément de 
Frobenius de Ga.\{K^^ / K) associé à q ; l'application rq envoie toute uniformisante 
de Kq sur âq . 
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2.1.3 En une place au-dessus de p 

Soit p un idéal premier de K au-dessus de p ; alors le morphisme Jîorp coïncide 
sur les unités Uk^ avec la composée suivante : 

^Kp/Qp jj réduction clcvation 

Ukp > Uq ~- — > Jl^ — > & . 

moduio p a la puissance — ap 

2.2 Loi de réciprocité pour le caractère 

Notations 2.3. Pour toute place v de K, on note l^, le plongement de K dans le 
complété Kl,. Pour tout idéal maximal £ de ii', on note vais la valuation de K 
associée à £ dont l'image est Z. 

Proposition 2.4. Soient a un élément de K non nul et premier àp et Jlqfp q™'"" 
la décomposition de l'idéal fractionnaire aOx ^n produit d'idéaux premiers de K. 
Alors on a : 

qfp pIp 

Démonstration. L'image par r de l'idèle principale {iv{oL))u est triviale. On détermine 
l'image de {a) par JL o r^ pour les différentes places v de K en utilisant la par- 
tie O 

• Si î/ est une place infinie de K, l'application r^ est triviale, donc 'pory[iij{a)) 
l'est également. 

• Si q est un idéal maximal de K premier à p, alors iq (a) est un élément de 

de valuation valq(Q;) ; son image par rq est ct™'''''"'' et son image par Jîo r^^ 
est7l(âq)™''("\ 

• Si p est un idéal maximal de K au-dessus de p, alors, a étant supposé premier 
k p, ip{a) est une unité de Kp ; on a donc JI o rp{Lp{a)) = iV^^/Q^(tp(a))~°p 
mod p. 

Finalement on a (tous les produits étant finis) : 

1 = Jîor{{L„{a))^) 
= Jî (Ur,, {Li,{a)) 

= n 1 X n7î°?'q (''q(a)) X nM°^p ('-p(")) 

i/|oo qfp pIp 

= nM(^qr'^^"'xn(A^K,/Q,(^p(a))"'^' modp) 

qfp pIp ^ ' ^ 

- nM(^nr''^"^x ((nA^K,/Q,(^p(a)r ) modJ . 
qfp \\p|p / / 

Avec l'égalité /i (cTq) = /I (âq) pour tout idéal maximal de K premier àp, on obtient 
le résultat de la proposition. □ 
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Notations 2.5. 

1. Dans tout la suite du texte, on suppose que l'extension K/Q est galoisienne; 
on note G son groupe de Galois. 

2. On fixe également pour toute la suite du texte un idéal po de K au-dessus 
de p. 

3. Pour tout élément r de G, on note Or l'entier Op associé à l'idéal p = T~^(po). 

4. On note Af l'application de K dans lui-même qui envoie un élément a sur la 
norme tordue par les entiers (ar)rgG '■ A/'(a) = Y[t£g'''('^)'^^ ■ note que 
l'application Af préserve , Ok et les éléments de K premiers à p. 

Avec ces notations, la proposition 12.41 admet la reformulation globale suivante 
(qui redonne le lemme 1 du §2 de |10)). 

Proposition 2.6. Soient a un élément de K non nul et premier àp et Jlqfp q™'' 
la décomposition de l'idéal fractionnaire uOk en produit d'idéaux premiers de K . 
Alors on a : 

n^Kr''^"^ =^Po(A^(«)) modpo. 

Démonstration. On vérifie que l'élément Ilpip -^-ftTp/Qp ('-p(q^))'''' de Zp est l'image 
par l'injection canonique bp^ de K dans son complété Kp^ de l'élément HreG ''"(o^)"^ 
de K. □ 

2.3 Une borne pour la hauteur des associés d'un entier 

Notation 2.7. Soit a un élément non nul de K. On note H la hauteur absolue de a 
définie par 

l/dK 

H(a)=| n niax(l,|a|J 

if place de K 

avec les normalisations suivantes pour les valeurs absolues | ■ |i/ : 

• si est une place réelle, correspondant à un élément t de G, on pose | • |i/ = 
|r(-)|c; 

• si est une place complexe, correspondant à un élément r de G, on pose | • |i/ = 

• si V est une place finie, correspondant à un idéal maximal £ de if, on pose | • 
1^ = (iV£)-™i^(-). 

On remarque que lorsque a est entier dans les seules places apportant une 
contribution non triviale dans le produit définissant H(q;) sont les places infinies. 

Lemme 2. Soit a un élément non nul de Ok alors, pour tout r dans G, on a : 

|r(AA(a))|c<H(a)i2'^-. 
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Démonstration. Soit r dans G fixé : on a 



TiJ\f{a))=T(l[T'iarA = H r'iar^-^^', 

Vr'GG / r'GG 

Pour tout r' dans G, on a (a^--!^/ étant un entier compris entre et 12)) : 

|r'(a)|c-^-' < (max(l,|r'(a)|c))"-^^' < (max (1, |r' (a)|c))'' . 

Comme le corps K est supposé galoisien sur Q, ses places infinies sont soit 
toutes réelles, soit toutes complexes. 

Lorsque toutes les places de K sont réelles, il y en a exactement dx, qui cor- 
respondent bijectivement aux éléments de G ; on a alors : 

|r(AA(a))|c= n k'Wlc^"^^' < f D max (1, |r' (a)y) 
T'eG Vt'gg / 

< (nmax(l,|a|j) ^Uia)'^'-. 

Lorsque toutes les places de K sont complexes, le degré dx de K sur Q est 
pair et la conjugaison complexe induit dans G un élément c d'ordre 2. Le corps K 
a exactement dx / 2 places infinies ; deux éléments de G définissent la même place 
infinie si et seulement s'ils sont égaux ou conjugués complexes l'un de l'autre. On 
fixe un système G de représentants de G modulo le sous-groupe d'ordre 2 engendré 
par c. On a alors : 

I a _ 1 



|r(AA(a))|c = n |r'(a)|c-^^' Icr'HIc-^"' 
T'eG 

< n_max(l,|T'(a)|c)niax(l,|cr'(a)|c) 

Vr'eG 
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< n_max(l,|T'(a) 

Vr'eG 



^2 1 



< n„niaxM,|T'(a)|c 

Vr'eG 



12 

2 ' 



< n max(l,|a|J ^^ia)^^''- 



12 

12d/, 



□ 

Notations 2.8. Suivant 2 , on note : 

• Rk le régulateur de K ; 

• rK le rang du groupe des unités de K [tk vaut dK — 1 s\ K est totalement 



réel et ^ — 1 sinon) ; 
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• 5k un réel strictement positif minorant dx In (H(a)) pour tout élément non 
nul a àe K qui n'est pas une racine de l'unité ; si dx vaut 1 ou 2, on peut 
prendre 5k égal à ; si dK est supérieur ou égal à 3, on peut prendre 5k 

'^Bdi a 53d^ in(6<iK) 1201 \^ In djc ) ' 

Définition 2.9 (Borne Ci(iîr)). On pose : 

rK+l!:-(rK-l) 
' K "k 



Ci{K) 



On remarque que Ci{K) peut s'exprimer en n'utilisant que le degré dK de K 
sur Q. Avec ces notations, le lemme 2 (partie 3) de [2] s'écrit de la manière suivante. 

Lemme 3. Pour tout élément non nul a de Ok, H existe une unité u de K 
vérifiant : 

Riua) < \NK/qia)f'''' expiCiiK)RK) . 



2.4 Type de réduction en une place hors de p et action de 
l'inertie en p 

Dans cette partie, on suit le raisonnement de la partie 2 de '10^ pour établir un 
lien entre les actions sur le groupe d'isogénie du frobenius en une place hors de p 
d'une part et des sous-groupes d'inertie aux places au-dessus de p d'autre part ; 
ce lien est valide lorsque p est pris strictement plus grand qu'une borne dont on 
détermine une forme explicite. 

Définition 2.10 (Borne C2{K)). On définit : 

C2{K) ^ e^p{12dKCi{K)RK) . 

On remarque que le nombre réel C2 {K) ne dépend que du degré et du régulateur 
de K. On rappelle (notations de l'introduction) que Hk désigne le nombre de classes 
d'idéaux de K. 

Proposition 2.11. Soit £ un idéal maximal de K. Il existe un générateur 7£ 
de satisfaisant pour tout r dans G : 

\rmj^))\c<iNil)'"^-C2iK). 

Démonstration. Étant donné un générateur quelconque de -C'*^, on peut le mul- 
tiplier par une unité donnée par le lemme [3] pour obtenir un générateur qui 
vérifie : 

H(7£) < |iVi^/Q(7£)r^'"exp(Ci(i^)iÎK). 

Comme 7^ engendre dans Ok l'idéal £''^, la norme de 7f; dans l'extension K/Q 
est un entier relatif égal ou opposé à {N£,)'^^ . D'après le lemme[2l on a pour tout r 
dans G : 



T 



(AA(7£))lc<H(7£)'''^ 
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d'où 

|r(AA(7£))lc < \NKMJs:)\''iexp{C^iK)RK))'"''^ 

□ 

Notations 2.12. Soit q un idéal maximal de K premier à p en lequel E a poten- 
tiellement bonne réduction. 

1. On fixe un idéal pQ de KL'^ au-dessus de po (voir les notations 11.71 et [2.5p . 
Comme le corps L'^ est soit Q, soit un corps quadratique imaginaire, il y a 
au plus deux choix possibles pour pQ ; si i'' est inclus dans K, le seul choix 
possible pour pQ est pg = po- 

2. On note l'unique idéal de situé au-dessous de pQ. 

3. D'après la proposition 11.81 il existe une racine du polynôme Pq{X) dont la 
classe modulo Vq (qui est dans Fp) vaut A((Tq) ; on note /3q une telle racine. 

Définition 2.13 (Borne C{K,n)). Pour tout entier on pose : 

C{K,n) = (ni2''--C2(i^) + . 

Proposition 2.14. Soient q un idéal maximal de K premier à p et un générateur 
de q'^^ vérifiant l'inégalité de la proposition \2.lï[ On suppose que p est stricte- 
ment supérieur à C{K,Nq). Alors on est dans l'un des trois cas suivants (avec les 
notationsW^ et WJ^) : 



Type de réduction semi-stable de E en q 




A^(7n) 


Cas 


multiplicatif 


1 mod p 


A/'(7c) - 1 


MO 


{NqY"^ mod p 


AA(7q) = (iVq)i2'^- 


Ml 


bon 


mod 




B 



Démonstration. Comme engendre dans Ok l'idéal q''^, la proposition 12.61 ap- 
pliquée à 7q donne : 

Hia^f-" = tp„ (AA(7q)) mod po 

On raisonne ensuite selon le type de réduction semi-stable de E' en q et les valeurs 
possibles de /i((Tq) déterminées dans la partie [T73l 

On suppose d'abord que E a potentiellement mauvaise réduction multiplicative 
en q et que A^(f7q) est égal à 1 modulo p. Alors /i((Tq) est aussi égal à 1 modulo p 
et l'élément A/'(7q) de Ok est congru à 1 modulo po. Comme po est au-dessus de p, 
ceci implique que p divise l'entier relatif Nk/q (A/'(7q) — 1). Par choix de 7q, on a 
pour tout r dans G : 

|T(AA(7q) - l)lc < |T(AA(7q))lc + |t(1)Ic < (Nq)'"'- C^iK) + 1, 
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d'où 

\Nk/q (AA(7,) - 1)|q = n l^(-^(^'>) - l)lc < {(Nq^^^-C^iK) + l)'" < C(if,7Vq). 



Comme p est supposé strictement plus grand que C{K,Nq), on en déduit que 
l'entier Nj^/q (A/'(7q) — 1) est nul, ce qui implique que A/'(7q) est égal à 1. 

On suppose ensuite que E a potentiellement mauvaise réduction multiplicative 
en q et que A^((7q) est égal à (Nq)^ module p. Alors /Lt((jq) est égal à (Nq)^"^ 



modulo p et l'élément A/'(7q) de Ok est congru à (A'^q)^^^'^ modulo po- Ainsi, p 



ment A/'(7q) de Ok est congru à (A'q)^ 
divise l'entier relatif Nk/q {M{lq) - (Nq)^^'''^). Or on a 

\NK/^{N-h,)-iNqy'^-)L = U\r{miq)-iNqr' 



le 



< 



{{Nqy^'"<C2{K) + {Nqy^'"<y'' 



< C{K,Nq). 

Comme p est supposé strictement plus grand que C(ii', A^q), on en déduit que 
l'entier A^^^/q (A/'(7q) - {Nqf'^'^'') est nul, ce qui implique que A^(7q) est égal 
à (Aq)i2'»^f. 

On suppose enfin que E a potentiellement bonne réduction en q. Alors /i(cq) est 
égal à la classe de (3^ modulo Vq (notations 12. 12p et A/'(7q) et /Ji^/i^ g^^^ congrus 
modulo l'idéal pQ de ATL^ . Ceci implique que p divise l'entier relatif A^^^- /q (A/'(7q ) — P]^'^) ■ 

Comme L'^ est soit Q soit un corps quadratique imaginaire, le corps KL'^ est 
galoisien sur Q, de degré égal à cIk ou 2dK- Tout élément r de Gal(ArL''/Q) in- 
duit sur K un élément de Gal(Ar/Q) et sur L"' un élément de Ga^L'i/Q), qui 
est donc soit l'identité soit la conjugaison complexe. On a ainsi pour tout t 
dans Gal(A:L" / 



K(7,)-/3q^^''-)lc < k|i^(A^(7,))|c+k|L. (/3q^^'^-)|, 

< (Aq)i2''^C2(if) + (V^V 

< {Nqf^'^'<C2{K) + {Nqf^'^ 



D'où finalement 



< {{NqY^'''<C2{K) + {Nqf''^f'^'' ^C{K,Nq). 



Comme p est supposé strictement plus grand que C(Ar, A^q), on en déduit que 
l'entier N^l" /q {-^{iq) ~ l^l'^'^'^) est nul, ce qui implique que A/'(7q) est égal 

La proposition suivante donne une forme effective du lemme 2 de la partie 2 
de nui. 
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Proposition 2.15. Soient q un nombre premier rationnel totalement décomposé 
dans K etq un idéal premier de K au-dessus de q. On suppose quep est strictement 
plus grand que C(K,q). Alors on est dans l'un des cinq cas suivants (avec les 
notations \2.1'^) : 



Type de réduction 
semi-stable de E en q 


Corps 




Famille (0^)^60 


Cas 


multiplicatif 




1 mod p 


Vr G G, = 


MO 


q^^ mod p 


Vr eG,ar = 12 


Ml 


bon 


supersingulier 




f)l = -e 


Vr G G, Ot = 6 


BS 


ordinaire 


quadratique, 
inclus dans K , 
p décomposé 
dans L'' 


Nk/l, (q) = 


Vr G Gal(7ï'/L''),a^ = 12 
et a-r ~ sinon 


BO 


Nk/l'^ (q) = Â^Cl'i 


Vr G Gal(J^/L''),a, = 
et Or = 12 sinon 


BO' 



Démonstration. Comme le nombre premier q est supposé totalement décomposé 
dans l'extension galoisienne K/Q, les idéaux T(q) sont deux à deux distincts 
lorsque t décrit G, leur produit est l'idéal qOn et la norme de q dans K/Q est 
égale à q. En particulier, en supposant que p est strictement supérieur à C{K,q), 
on se place dans les hypothèses de la proposition 12.141 On raisonne donc selon les 
trois cas de cette proposition. 

On remarque que l'élément A/'(7q) engendre dans Ok l'idéal 

VreG y TfEG 

tEG VreG 

Lorsque q est de type MO, A/'(7q) est égal à 1 donc engendre dans Ok l'idéal Ok 
lui-même. L'égalité 

\r6G 

avec fiK dans N* implique alors que pour tout r dans G, a^- est nul. 
Lorsque q est de type Ml, A/'(7q) est égal à qi^/ix et on a : 

n - = mi.)OK = {q'"'^) Ok = iqOKy""' = n - (q) 

reG / VreG / 

On en déduit que pour tout r dans G, a^- est égal à 12. 
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Lorsque q est de type B, AA(7q) est égal à P^'^'^ (dans le corps KL''). En parti- 
culier, l'élément A/'(7q) de K est contenu dans L'^ et deux sous-cas sont possibles : 
soit A/'(7q) est rationnel, soit ■Afi'fq) engendre L'^ qui est alors contenu dans K. 

On suppose d'abord que J^ijq) est rationnel. Alors P^"^^^ est également ration- 
nel, donc /^^^''^ est égal à /3q^^''^. Ceci implique qu'il existe une racine 12hK-ième 
de l'unité C dans L'^ telle que /3q est égal à (Pq. Comme L'^ est soit Q soit un 
corps quadratique imaginaire, C est en fait une racine deuxième, quatrième ou 
sixième de l'unité. Ceci implique que /3^^ est déjà rationnel ; comme /3q est un en- 
tier algébrique, /3q^ est un entier relatif ; sa valeur absolue étant g^, on a /?q^ = zLq^. 
On en déduit qu'on a dans Ok '■ 

n ^ = AA(7q)OK - PT'^^k = <Z*"'-Oa' =\W^m ■ 

reG ) VreG / 

Ceci implique que pour tout r dans G, a^- est égal à 6. D'après la proposition 11. 31 
le nombre premier p est donc congru à 3 modulo 4. 

On va maintenant montrer que E a potentiellement réduction supersingulière 
en q, que le corps est Q(^— g) et qu'on a /3q = —(f'- 

La relation 

g = iVq=^/3q = C/îq'. 

implique dans Oli 

Ainsi, g est ramifié dans et l'unique idéal premier de au-dessus de q est PqOLi 
(ceci force notamment L'' à être différent de Q). 

On traite d'abord le cas g = 2. La trace Tq (voir notations 11.7^ est alors 
un entier relatif de valeur absolue inférieure à 2y/2; il vaut donc 0, 1, 2, — 1 
ou —2. Les valeurs correspondantes du discriminant — ANq du polynôme Pq{X) 
sont —8, —7, —4, —7, —4. Les entiers relatifs sans facteurs carrés dont une racine 
carrée engendre L'^ sont alors respectivement —2, —7, —1, —7, —1. Or, 2 est ra- 
mifié dans L'' si et seulement si ce dernier entier est congru à 2 ou 3 modulo 4. 
Les valeurs de Tq qui réalisent cette condition sont 0, 2 et —2. Or d'après la re- 
marque [OJ l'entier — ANq est un carré modulo p. Si Tq est égal à 2 ou —2, le 
discriminant — ANq est égal à —4. Or, p étant congru à 3 modulo 4, —4 n'est 
pas un carré modulo p. On en déduit que Tq est nul. 

Lorsque q est différent de 2, le fait qu'il soit ramifié dans L'^ implique qu'il 
divise le discriminant T^ — ANq. Comme q divise A^q (et lui est même ici égal), 
on en déduit que q divise Tq. Alors T^ est un carré, multiple de q, compris entre 
et Aq. Ceci implique que soit Tq est nul, soit q est égal à 3 et T^ est égal à 9. 

On a ainsi montré : 

• si q est différent de 3, alors Tq est nul; 

• si q est égal à 3, alors T^ est soit nul, soit égal à 9. 

Dans les deux cas, q divise Tq, donc la courbe elliptique obtenue sur fcq par 
réduction de E est supersingulière. 
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Si la trace Tq est nulle, alors le polynôme -Pq(X) dont /3q est racine est égal 
à X'^+q. On a alors /3q égal à —q, donc /3q est égal à —q'^ et le corps L'^ est Q{^/—q)- 

Si q est égal à 3 et est égal à 9, alors — 4:Nq vaut —3 et il existe Eq 
valant +1 ou —1 vérifiant : 



/3q = 



Tq + i£qV^ 



2 

On a alors encore L'* égal à Q(\/— 3) et on vérifie par le calcul que 13^ est égal 
à -33. 

On suppose enfin que l'élément A/^(7q) de K engendre i'' qui est un corps 
quadratique imaginaire. Alors L'^ est inclus dans K, le degré dx de K sur Q est 
pair et le groupe de Galois de K sur Q contient comme sous-groupe d'indice 2 le 
groupe Ga.l{K/L^) ; on note H'* ce sous-groupe. 

Comme J^i'Jq) est contenu dans i"", on a pour tout élément p de : 

A^(7q)=P(A^(7q))- 

On en déduit : 

On a donc pour tout p dans H'^ et tout t dans G l'égalité Upj- = a^-. Ainsi la valeur 
de Ut est constante sur les classes à gauche (qui sont aussi les classes à droite) 
de G modulo iJi. 

Le groupe G possède deux classes modulo H'^ : celle, égale à H'^, de l'identité 
et celle, égale à H'^^, d'un élément 7 de G qui induit la conjugaison complexe 
sur il. On a alors : 



^(7q) = 




n r(7,) 
(^i./L.(7q))"" (7 (A^/T(7q)))"^ 



Comme Ni^ji^^^^g) engendre dans Oi,q l'idéal 



alors A/'x/Lq(7q) engendre dans Ol^ l'idéal N^/L'i (q) et on obtient : 

(/3qi2''-)OL, = U{i,)Ol. 

= ((A^K/L. (q))"" (iVx/L. (q))"')'" 
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Comme on a supposé q totalement décomposé dans l'extension K/Q, q est 
également totalement décomposé dans les extensions L'^/Q et K/L'^. La norme Nk/l<< 
est donc un idéal premier de L'^ au-dessus de q. Or l'égalité q = Pa^Pq indique que 
les deux idéaux premiers (distincts) de L'' au-dessus de q sont P^Oli et /^qOLi. 
Ainsi Nx/Li{<^) est égal soit à /3qOLi soit à Pc^Oli- 

Si Nx/L^iq) est égal à /SqOii, alors la relation 

implique = 12 et = 0. On en déduit que Or vaut 12 si r est dans H'^ et 
sinon. 

Si Nx/L't (q) est égal à /îqOiti , alors la relation 

implique aid = et = 12. On en déduit que Or vaut si r est dans H"' et 12 
sinon. 

D'après la remarque 11. 9[ soit p est décomposé dans L'', soit p divise T"^ — Aq. 
Supposons par l'absurde que p divise T'^ — 4q ; on remarque que la valeur absolue 
de T'^ — Aq est Aq — T^, elle donc inférieure ou égale à Aq. Comme p est supposé 
strictement supérieur à C (K, q) , p est strictement supérieur à Aq. On obtient alors 
que — Aq est nul, ce qui est impossible. On en déduit que p est décomposé dans 
le corps quadratique L'^. 

Enfin, on suppose par l'absurde que E a potentiellement réduction supersin- 
gulière en q ; alors d'après la remarque 11.91 on est dans l'un des cas suivants : Tq 
est nul ; q est égal à 2 et Tq est égal à 0, 2 ou —2 ; g est égal à 3 et Tq est égal à 0, 3 
ou —3. Si Tq est nul ou q est égal à 3 et Tq vaut ±3, alors est égal à Q(V^), 
dans lequel q est ramifié ; si q est égal à 2 et Tq vaut ±2, alors L'' est égal à Q{i), 
dans lequel 2 est ramifié. Or, on a montré que q est décomposé dans le corps L''. 
On en déduit que E a potentiellement réduction ordinaire en q. □ 

3 Deux critères d'irréductibilité 

3.1 Types de réduction semi-stable différents 

Soit M un entier naturel supérieur ou égal 1. 

Définition 3.1 (Ensemble £{K;M)). On note £{K;M) l'ensemble des courbes 
elliptiques E définies sur K pour lesquelles il existe 

• q et q' des nombres premiers totalement décomposés dans K et inférieurs ou 
égaux à M, 

• une place c\ de K au-dessus de q et une place q' de if au-dessus de q' tels que 
les types de réduction semi-stable de i? en q et q' (de la proposition 12.151) 
sont différents 

(les premiers q et q' et les places q et q' peuvent dépendre de E ; les premiers q 
et q' peuvent être égaux). 
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Proposition 3.2. Soit M un entier naturel supérieur ou égal 1. Alors pour toute 
courbe elliptique E dans E{K]M) et tout nombre premier p strictement supérieur 
à C{K,M), la représentation (pE,p est irréductible. 

Démonstration. On suppose par l'absurde que la représentation ipE,p est réductible. 
Alors pour les places q et q', on est dans les hypothèses de la proposition l2.15l Le 
type de réduction semi-stable de i? en q ou q' détermine donc la famille (ar)T, qui 
décrit l'action sur le sous-groupe d'isogénie des sous-groupes d'inertie de Gk aux 
places de K au-dessus de p. Comme deux types de réduction semi-stable pour q 
ou q' donnent des familles {ar)T différentes (on distingue les cas BO et BO' par le 
fait que dans le cas BO, l'ensemble des éléments r de G pour lesquels Or est égal 
à 12 est un sous-groupe de G alors que dans le cas BO', c'est le complémentaire 
d'un sous-groupe), ces types doivent être les mêmes : on obtient une contradic- 
tion. □ 

3.2 Réduction semi-stable multiplicative 

Soit q un nombre premier rationnel totalement décomposé dans K. 

Définition 3.3 (Ensemble £'{K;q) et borne B{K;q)). Soit q un nombre premier 
rationnel totalement décomposé dans K . 

1. On note £'{K; q) l'ensemble des courbes elliptiques E définies sur K vérifiant : 
il existe une place (qui peut dépendre de E) de K au-dessus de q en laquelle E 
a potentiellement mauvaise réduction multiplicative. 

2. On pose 



Proposition 3.4. Soit q un nombre premier rationnel totalement décomposé dans K . 
Alors pour toute courbe elliptique E dans £' [K] q) et tout nombre premier p stric- 
tement supérieur à B{K;q), la représentation ^E,p est irréductible. 

Démonstration. On suppose par l'absurde que la représentation ipE,p est réductible. 
Alors on est dans les hypothèses de la proposition 12.151 et comme E appartient 
à £'{K; q), on est dans le cas MO ou dans le cas Ml. On remarque que d'après les 
propositions 11.41 et 11.51 le caractère fj, est non ramifié en toute place finie de K 
première à p. 

Dans le cas MO, pour tout idéal premier p de X au-dessus de p, ap est nul. 
Par définition de Op (partie ll.2p , cela implique que caractère /i est non ramifié en 
toute place de K au-dessus de p. Ainsi, l'extension K^^ de K trivialisant fi, qui 
est abélienne, est non ramifiée en toute place finie de K ; le corps est donc 
inclus dans le corps de classes de Hilbert de K et son degré (sur Q) est inférieur 
ou égal à dxhx- Le corps qui trivialise le caractère A est une extension de 
degré divisant 12 de K^^ ; son degré (sur Q) est donc inférieur ou égal à 12dKhK- 

Or, la courbe E possède un point d'ordre p défini sur K^. D'après des travaux 
de Merel et Oesterlé mentionnés dans les introductions de [TT] et [9], on a alors 
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ce qui contredit le choix de p strictement supérieur à B{K] q). 

Dans le cas Ml, pour tout idéal premier p de K au-dessus de p, ap est égal à 12. 
Ainsi, le caractère Xp^M~^ est non ramifié en toute place de K au-dessus de p, et 
par suite en toute place finie de K. On considère alors le quotient de E par le sous- 
groupe d'isogénie W. On obtient une courbe elliptique E' définie sur K, isogène 
à E sur K ; le sous-groupe E[p]/W de E' est défini sur K et d'ordre p et le caractère 
d'isogénie associé à ce sous-groupe est Xp^~^- La puissance douzième de XpA~^ 
étant non ramifiée en toute place finie de ii", on applique le même raisonnement 
que précédemment. □ 



4 Forme du caractère d'isogénie et homothéties 

À partir de maintenant et jusqu'à la fin du texte, on suppose à nouveau la 
représentation (pE,p réductible. 

4.1 Une version effective du théorème de Chebotarev 

Théorème (Chebotarev effectif, [6j). // existe une constante absolue et effecti- 
vement calculable A ayant la propriété suivante : soient M un corps de nombres, N 
une extension finie galoisienne de M, An le discriminant de N, C une classe de 
conjugaison du groupe de Galois Gal{N / M) ; alors il existe un idéal premier de M , 
non ramifié dans N, dont la classe de conjugaison des frobenius dans l'exten- 
sion N/M est la classe de conjugaison C et dont la norme dans l'extension Af/Q 
est un nombre premier rationnel inférieur ou égal à 2(Ajv)"^- 

Définition 4.1 (Ensemble d'idéaux JTr:). On note J^k l'ensemble des idéaux maxi- 
maux de K dont la norme dans l'extension K/<Q est un nombre premier rationnel 
totalement décomposé dans K et inférieur ou égal à 2{Afc)^'^^ ■ 

Proposition 4.2. Toute classe d'idéaux de K contient un idéal de Jk- 

Démonstration. On note Hk le corps de classes de Hilbert de K. Démontrer la 
proposition est équivalent à montrer que pour tout élément a du groupe de Galois 
de l'extension Hk/ il existe un idéal premier non nul q de -fC appartenant à J^k 
tel que l'élément de Frobenius associé à q dans G&\{Hk/K) par l'application de 
réciprocité d'Artin est égal à a. 

Comme on a supposé le corps K galoisien sur Q, le corps Hk est également 
une extension galoisienne de Q. On va utiliser la version effective du théorème de 
Chebotarev pour les corps iV = Hk et M = Q. On remarque que le discrimi- 
nant de Hk est égal à A^ et que le groupe Gdl{HK /K) est un sous-groupe 
(distingué) du groupe Gal(iîx/Q)- 

Soit cr un élément de Gai{HK / K) et C la classe de conjugaison de a dans Gd\{HK / Q) • 
D'après le théorème de Chebotarev effectif, il existe un nombre premier rationnel g, 
non ramifié dans Hk et inférieur ou égal à 2{Ahk)^j tel que la classe de conjugai- 
son formée par les frobenius de q dans l'extension Hk/Q est égale à C. Il existe 
donc un idéal q de Hk au-dessus de g tel que le frobenius Frob(q/(7) de q dans 
l'extension Hk/Q est égal à a. 
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Soit q l'idéal de K situé au-dessous de q. Alors la caractéristique de q est le 
nombre premier rationnel q. Par choix, q est inférieur ou égal à 2(A;f )"^''^ et non 
ramifié dans Hk^ donc dans K. Le frobenius Frob(q/g) de q dans l'extension iiT/Q 
est égal à la restriction à i^T du frobenius Frob(q/q) de q dans Hk/Q- Or, FToh{q/q) 
est égal à a, qui est un élément de Gal{HK/K). Ceci implique que Frob(q/g) est 
l'identité de K, donc que le degré résiduel de q dans K/Q est 1 et finalement que 
la norme de q dans K/Q est q. Comme K est supposé galoisien sur Q, on obtient 
que q est totalement décomposé dans K et ainsi que q est dans l'ensemble Jk- 

Enfin, comme q est de degré 1 dans K/Q, l'élément de Frobenius Frob(q/q) 
associé à q dans l'extension Hk/K vérifie 

Frob(q/q) — Frob(q/g) = a. 

□ 

4.2 Les deux formes possibles du caractère d'isogénie 

Dans cette partie, on s'inspire de la démonstration du théorème 1 (§2) de [TÔ] 
pour obtenir le théorème II de l'introduction. 

Définition 4.3 (Borne Ck)- On pose 

Ck = max (c {K, 2(Aa:)^''^) , (l + s^dKhKy^ 

Le nombre Ck ne dépend que du corps de nombres K. 

Proposition 4.4. On suppose que p est strictement supérieur à Ck- Alors, en 
tout idéal de Jk , la courbe E a potentiellement bonne réduction et tous les idéaux 
de Jk appartiennent au même cas (BS, BO ou BO') de la vrovosition \2. l6[ 

Démonstration. Par construction, la borne Ck est supérieure ou égale à C (i^T, 2{Ak)^' 
et à B(K; q) pour tout idéal q de Jk de caractéristique q . Comme la représentation 1^9 
est supposé réductible, les propositions 13.21 et 13.41 donnent que la courbe E n'ap- 
partient pas à la famille £{K; 2(Ax)'^''^') ni à la famille £'{K; q) pour tout premier 
rationnel q totalement décomposé dans K et inférieur ou égal à 2{Ak)'^'^'^ ■ 

Ceci implique que E a même type de réduction semi-stable (parmi les cinq 
types possibles de la proposition I2.15P en tout idéal de Jk et que ce type n'est 
pas multiplicatif. □ 

4.2.1 Type supersingulier 

Proposition 4.5. On suppose que p est strictement supérieur à Ck et que tous 
les idéaux de Jk sont de type supersingulier (BS dans la vrovosition \2. 1 5\) . Alors : 

1. le nombre premier p est congru à 3 modulo 4; 

2. en toute place de K au-dessus dep, la courbe E a mauvaise réduction additive 
et potentiellement bonne réduction supersingulière ; 

3. on a \^ ^ {xp\-^f ^ {xT)" ■ 
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Démonstration. Soit p un idéal premier de K au-dessus de p. Comme tous les 
idéaux de J7k sont de type BS, la proposition 12.151 donne que Op est égal à 6. 
D'après les parties [ï . 1 . 21 et FOI (notamment la proposition [TTÏÏl), ceci implique que p 
est congru à 3 modulo 4, a potentiellement bonne réduction supersingulière en p 
et, comme ep est égal k 4, E a réduction additive en p. 

D'après les propositions 11 .41 [T3] et 12 . l51 le caractère fJ-Xp^ est ainsi non ramifié 
en toute place finie de K. Il définit donc une extension abélienne de K contenue 
dans son corps de classes de Hilbert Hk- Comme les classes des éléments de Jk 
forment tout le groupe des classes d'idéaux de K, le caractère /^Xp ^ est entièrement 
déterminé par sa valeur sur les éléments CTq, lorsque q décrit Jk- 

Soit q un idéal dans J'k ; alors d'après la proposition 12.151 (et avec les nota- 
tions [2?T2l) , on a : 

jnodVS^q'^ modp=(iVq)6 modp^XpK)'- 
On en déduit que ^ est égal à Xp sur Gk, ce qui implique : 

Soit -tjj le caractère XpA~^ de Gk dans . On a V'^ = XpA^^^ = XpA^^^ = 1 
donc l'ordre de divise 6. On peut ainsi écrire "0 comme produit d'un caractère ip2 
d'ordre divisant 2 et d'un caractère ips d'ordre divisant 3. Comme p est congru à 3 
modulo 4 et que l'image de ips est formée de carrés de , on a : 

p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 , ^, p-1 

On en déduit finalement : 

(XpA-i)' = A^ = (Xp^-i)' = (XpV'2-')'V'3-' = {xpXT")'- 

□ 

4.2.2 Type ordinaire 

Proposition 4.6. On suppose que p est strictement supérieur à Gk et que tous 
les idéaux de Jk sont de type BO ou que tous les idéaux de Jk sont de type BO' 
fvrovosition \2. 1 5\) . Alors il existe un unique corps quadratique imaginaire L inclus 
dans K vérifiant : pour tout idéal q dans Jk, est égal à L. 

Démonstration. Lorsque tous les idéaux dans Jk sont de type BO, l'ensemble des 
éléments r de G tels que est égal à 12 est un sous-groupe d'indice 2 de G, égal 
à Gal(i4r/L'') pour tout idéal q de Jk, L"' étant quadratique imaginaire et inclus 
dans K. (proposition 12. 15]) . Ainsi, le groupe Gal(iir/i''), et par suite le corps L'', 
est indépendant de l'idéal q dans Jk- Ce corps quadratique commun fournit le 
corps L de la proposition. 

Lorsque tous les idéaux dans Jk sont de type BO', on applique le même rai- 
sonnement à l'ensemble des éléments r de G tels que Ot est nul. □ 
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Proposition 4.7. La norme dans l'extension K/L de tout idéal fractionnaire 
de K est un idéal fractionnaire principal de L. Le corps de classes de Hilbert de L 
est contenu dans K . 

Démonstration. Comme toute classe d'idéaux de K contient un idéal de J7k (pro- 
position 221): la première assertion est vraie si et seulement si elle l'est pour tous 
les idéaux de Jk- Or pour tout idéal q de JTr-, la norme de q dans l'extension K/L 
est la norme de q dans l'extension K/L'^, qui est un idéal principal engendré par /3q 
(type BO) ou ^ (type BO'). 

On montre ensuite que la première assertion implique la deuxième. Soit le 
corps de classes de Hilbert de L. L'extension KH^/K est galoisienne, abélienne 
et la théorie du corps de classes fournit le diagramme commutatif suivant : 

Gal{KHL/K)-^A^/K>'Nj,H,/K {^khJ 



restriction 



N 



K/L 



G'AHl/L) :^KI/L-Nh,/l {KJ ■ 

D'après la première assertion, la flèche verticale de droite est d'image triviale. 
Comme la flèche verticale de gauche est injective, les corps KHl et K coïncident, 
ce qui implique que est inclus dans K. □ 

Proposition 4.8. Le nombre premier p est décomposé dans L. Il existe un unique 
idéal premier de L au-dessus de p vérifiant : pour tout idéal premier p de K 
au-dessus de pL, est égal à 12 et pour tout idéal premier p de K au-dessus 
de pZ, Op est égal à 0. 

Démonstration. D'après la proposition I2.15"| p est décomposé dans le corps L^, 
égal à L, pour tout q dans J7a'- 

On rappelle que les entiers a-r ont été définis par Or = a^-i^p^) pour un idéal pp 
de K au-dessus de p fixé (notations I2.5p . 

Lorsque tous les idéaux de J'k sont de type BO, on note pL l'idéal de L situé 
au-dessous de po (pour tout idéal q dans Jk, Pl est donc l'idéal Vq des nota- 
tions [2lT2]) . Soit p un idéal premier de K au-dessus de pL. Il existe un élément t 
dans Gal{K/L) vérifiant T^^(po) = p. Alors Op est égal à Or, lui-même égal à 12 
car T est dans Ga.\{K/L) qui coïncide avec Ga.\{K / L'^) . Réciproquement, soit p un 
idéal premier de K au-dessus de p tel que Op est égal à 12. Soit r dans G vérifiant 
T^^po = p. On a alors 0^ = 0^ — 12 donc r est dans Ga\{K/L'^), qui est égal 
à Ga\{K / L) . Cela implique : 

p n = (r-ipo) n Ol = r-^ (po H Ol) = po H Ol = Pl- 

Ainsi on a Op égal à 12 si et seulement si p est au-dessus de p^ et Op égal à sinon ; 
dans ce deuxième cas, p est au-dessus de pT, qui est l'autre idéal de L au-dessus 
de p. 

Lorsque tous les idéaux de Jk sont de type BO', on note pL le conjugué 
complexe de l'idéal de L situé au-dessous de po (pour tout idéal q dans Jk, Pl 
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est donc le conjugué complexe de l'idéal Vq des notations 12.12p . Soit p un idéal 
premier de K au-dessus de p^. Il existe un élément t dans G privé de Gal{K/L) 
vérifiant T~^(po) = p. Alors Up est égal à Ur, donc à 12. Réciproquement, soit p 
un idéal premier de K au-dessus de p tel que Op est égal à 12. Soit r dans G 
vérifiant r~^(po) = p- On a alors «r égal à ap qui vaut 12, donc r est dans G 
privé de Gal{K/L). Alors r et induisent sur L la conjugaison complexe et on 
obtient : 

p n Ol = {t-^po)) nOL = (po n Ol) = Po ^Ol = pl- 

On a donc encore Op égal à 12 si et seulement si p est au-dessus de pz, et ap égal 
à sinon. □ 

Proposition 4.9. Soient a un élément non nul de K premier àpL et Ilqfpx, q™''' 
la décomposition de l'idéal fractionnaire principal aOx en produit d'idéaux maxi- 
maux de K. Alors on a : 

nMKr'^^"^=^K/L(«)'' mod Pz. 

Démonstration. Le caractère /j, est non ramifié aux places finies de K premières 
à pL et pour tout idéal premier de K au-dessus de pi, ap est égal à 12. Par une 
démonstration analogue à celle de la proposition [231 on obtient : 




n (^q)™''^"^ = n ^^./Q. p. 

qtPi PiPi 

Le nombre premier p étant décomposé dans L (proposition 14. 8( ). le complété ip^ 
de L en pL coïncide avec Qp et on a : 



n ^Kp/Qp (ip("))^^ niod P = n ^Kp/Lp^ (tp(a)) 

PIPl \P|Pt 

= NK/L{a)^'^ mod Pl. 

□ 

Proposition 4.10. Soient q un idéal maximal de K premier à pL et dans L 
un générateur de Nii/i^{c{). Alors on a : 

^(o-q) = aj^ mod p^. 

Démonstration. Il existe un idéal q' dans J7k et un élément a non nul de K 
vérifiant : 

q = q' • (aOK) ■ 



D'après la démonstration de la proposition 14.81 : 
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• si tous les idéaux de Jk sont de type BO, alors pi est égal à l'idéal , 
la norme de q' dans l'extension KjL est P^iOl et on a f notations 12.121 et 
proposition 12.15^ 

fi{a^,) = P\} mod V^ô = mod p^; 

• si tous les idéaux de Jk sont de type BO' alors pL est le conjugué complexe 
de l'idéal Vq , la norme de q' dans K/L est /S^^'Ol et on a 

M(c^q') = /3q? mod V^' = mod pl = mod p^. 

Dans les deux cas, il existe un élément aq' de Ol qui engendre l'idéal Nx/l{<^') 
et vérifie : 

^(crj|,)=aj? mod Pl. 
Soit aq dans Ol un générateur de l'idéal Nk/l{<^)- On a : 

NK/L{q) = NK/Liq') x (iVK/L(a)OL) , 

ce qui implique que les éléments aq et a^iNx/Lic^) de i diffèrent d'une unité de L. 
Comme L est un corps quadratique imaginaire, cette unité est une racine douzième 
de l'unité ; on a donc 

Enfin, on a d'après la proposition 14.91 

A*(c^q) = mK') X (^Nk/l (a)^^ mod pij 

d'oià 

^(cTq) = (aj? mod p^) x (iV^/L (a)^^ mod pi) = aj^ mod p^. 

□ 

4.3 Homothéties dans l'image de la représentation ipE,p 

On remarque qu'on a, pour tout couple (a,/?) dans x Fp, l'égalité suivante 
dans M2(Fp) : 

\^Oaj~l^O aP ) ~ \0 aP)~\0 a)' 

Pour montrer que l'image de (pE,p contient une homothétie de rapport x {x appar- 
tenant à Fp ), il suffit donc de montrer que l'image de (pE,p contient un élément 
dont la diagonale est (x, x). 
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4.3.1 Homothéties pour le type supersingulier 



Proposition 4.11. On suppose que p est strictement supérieur à Ck et qu'on est 
dans le cas supersingulier (partie \4.2.1^ . Alors l'image de (ps.p contient les carrés 
des homothéties. 

Démonstration. Soit p un idéal premier de K au-dessus de p. Comme Op est égal 
à 6 (proposition 12.15]) . la proposition 11.31 donne que le caractère A"* restreint au 
sous-groupe d'inertie /p est égal au carré du caractère cyclotomique. Le deuxième 
caractère diagonal de ipE,p est XpA~^ et vérifie alors également en restriction à /p : 

Comme on a supposé p non ramifié dans K, le caractère cyclotomique restreint 
à /p est surjectif dans . Ainsi, pour tout x dans , l'image de <PE,p contient 
un élément de diagonale (x^, x^) et la puissance p-ième de cet élément qui est une 
homothétie de rapport x^. □ 



4.3.2 Homothéties pour le type ordinaire 

Proposition 4.12. On suppose que p est strictement supérieur à Ck et qu'on est 
dans le cas ordinaire (partie \4.8.2^ . Alors l'image de (pE,p contient les puissances 
douzièmes des homothéties. 

Démonstration. Soit x un élément de F^ . 

Soit p un idéal premier de K au-dessus de p^. D'après la proposition 14.81 Op 
est égal à 12 donc la restriction à Ip de la diagonale de <fE,p, élevée à la puis- 
sance 12, vaut (^, Xp^Ai"^) — (Xp^jl)- Comme Xp est surjectif de Ip dans F^, il 
existe dans Gk un élément a tel que la diagonale de fE,p (a) est (a;i2,l). 

Soit p' un idéal premier de K au-dessus de pT- D'après la proposition 14. 8| Op' 
est nul donc la restriction k Ip' de la diagonale de ipE,p, élevée à la puissance 12, 
vaut (At,Xp^y^~^) = (l,Xp^)- Comme Xp est surjectif de /p' dans Fp, il existe 
dans Gk un élément a' tel que la diagonale de (pE,p{cr') est (l,a;^^). 

Alors l'image par (pE,p du produit aa' de Gk a pour diagonale (a;^^,a;^^) ; sa 
puissance p-ième est donc une homothétie de rapport contenue dans l'image 
de ipE,p. □ 
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